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Aufbau eines Linearbeschleunigers
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ProzeBmodell zur transversalen Beam-Dynamik
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ProzeBmodell zur transversalen Beam-Dynamik

e Zusammenfassung von zwei Quadrupolmagneten und zwei Beschleunigerstrukturen
zu einer FODO-Struktur:

o iiber diese Struktur ist das Verhalten fur die z- bzw. die y-Ebene gleich,

o somit braucht nur eine Ebene fiir die transversale Bewegung betrachtet werden.
e Der Einflufl der FODO-Struktur auf die Ladungen wird gemittelt:

o d.h. ein konstanten Beschleunigungsfeld,

o iiber den gesamtem Bereich eine gleichmaflige schwache Fokussierung.



Dynamik einzelner Ladungspakete
Bewegungsgleichung fur ein Elektron ohne Beschleunigung

x Bewegungsgleichung: |p'= —e(¥ x é)
c ; 7
: ® ® p: =evB, =~ —e cByr
o U=C d | o

Y S T {moya} =mey &_ fir 4=0

© 0O o d%z

s

ds?

Damit ergeben sich zwei aquivalente Differentialgleichungen fiir die transversale Bewe-

gung:
d’z e B}
im Ortsbereich 02 =0 ke
im Ortsbereich (s) %822 mwc/x — exp(jkgs)
: : : x ecB ,
im Zeitbereich (t) T —— 0 — exp(jwst)
om\* e B
Betatronwellenzahl k% = (—) = U
A3 moyc




Dynamik einzelner Ladungspakete
Bewegungsgleichung fiir ein Elektron mit Beschleunigung

Beschleunigungstfeld: Ej

ps = ¢ Bg = myys + moyys & myyc

Teilchenenergie: £ = E; +4c¢ Eys = ymoc?

Anfangsenergie
E@' e EO Ez
= 1
moc?  E; myc?
—— N~

i GG : Beschleunigungsgradient

v =71+ Gs)
pr = e cBlx = myyt + moyi
o dry dz N o d%z
= My ——— + ympct—=
ds ds |0 Tgg2

Bewegungsgleichung fiir die transversale Bewegung:

d’z 1dydx
— 0
ds? i ~v ds ds T




Dynamik einzelner Ladungspakete
Berlicksichtigung transversaler Wakefelder

"folgende Ladung” ¢ "fithrende Ladung” ¢
@ —
C
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Definition des Deltafunktion-Wakepotentials

L

i) = -7 | d={ Bt (7% B)
1(2) q1L/ Lt (UxB)
0

__2+s
t=="

Unter der Vorausetzung, dafl sich der transversale Teilchenversatz gentigend langsam
mit s andert, kann mit einer mattleren Kraft gerechnet werden:

— —

Fi(2) = Fi(2) = qigo W(2)




Transversale Wakefelder
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Werden nur die Felder in der Nahe des Ladungspakets berticksichtigt, gilt:
WJ_ = Wxsclé’x ~ I VVQIj Az gx
transversaler Versatz des
erregenden Teilchens

2.5

s
/ W/ im Nahbereich eines Elektronenbunches

) / typische Werte:
/ Naherungsgerade Bunchlénge [—40;40] mit o = 0.2 mm

1018

VT IV/C/m/m]

Teilchenabstand Az

Bewegungsgleichung fiir ein Elektron bei Berticksichtigung der transversalen Wakefelder
eines im Abstand Az vorausfliegenden Teilchens:

d2x N 1dyde 12 eqW, Az
ds? "~y dsds P moc2y

X1




Dynamik einzelner Ladungspakete
Zweiteilchenmodell ohne Beschleunigung

A
1 ex o 22
oV 2T p 202
_Q
“s ql T 5
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0, z

Mittlere quadratische Abweichung:

Ein Ladungspaket mit
gauBformiger Ladungsverteilung
und der Gesamtladung () wird
durch 2 Ladungen /2 im Ab-

stand 20, simuliert.
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Zweiteilchenmodell ohne Beschleunigung

Damit ergeben sich die Bewegungsgleichungen:

1. Teilchen : af + k?z; =0
eQW/I Az

2. Teilchen : 27 + k2xy =
clicnern .562 2%2 Q/YmOCQ

X1

Beide Makropartikel sollen mit etwas unterschiedlicher Wellenlange schwingen:

by =k + Ak Ak <k

Anfangsbedingungen
5171(0) = ZCQ(O) =z
21(0) = x5(0) = 0
Damit ergeben sich als Losung der Bewegungsgleichungen:

x
1= exp {j/ﬁs}
T

To — T e QW;AZ . (AL , Ak
- = <1-— 5 2jsin| —s | expsjlki+— s
x dymoc ki Ak 2 2




Zweiteilchenmodell ohne Beschleunigung

Expemplarischer Verlauf der Bewegungsbahnen des zweiten Teilchens

2. Tailehen 2. Teilehen
Ak Ak
N L _— = 1 _ - — 7
/{ % 1.04— — n k %
i i il

ks — ks —
Ak — 0 : linear mit s ansteigende Ak # 0 : Schwebung mit der Amplitude:

Oszillation 21— e QW Az
47m002k1A/<;



Dynamik einzelner Ladungspakete
Zweiteilchenmodell mit Beschleunigung

Es ergeben sich die Bewegungsgleichungen:

/
1. Teilchen : z7 + %x'l +kx =0
1
: 1 W!A
2. Teilchen : x5 + ﬁxé e kgg:Q =C—x mit O = eQ—xz
V2 Y2 2mc?




Zweiteilchenmodell mit Beschleunigung

Fir beide Makropartikel gilt:

o etwas unterschiedlicher Wellenlange,

o eine unterschiedliche Anfangsenergie.

Nn=7%1+Gs) ;= -20)
2o Jige o g2 Jigo
1 " 7 ) 2 Yo 7

FEi, Ag.: Energie und Betatronwellenlange fiir s = 0

Mit dem Ansatz

vi = B;/myc? ;

(=Vi:Gs

und der Abkiirzung

ergeben sich zwei neue Bewegungsgleichungen:

k? — (27T//\5¢)2

u

2k;C
G




Zweiteilchenmodell mit Beschleunigung

dle 1 dxl
1. Teilchen —— =
ellchen 2 T dn +x1=0
dZLL"Q 1 dZCQ C
2. Teilch ; — =
ellchen T2 —I—a 1 + T2 %‘]f?(l _25>x1

Losungen der homogenen Differentialgleichungen

o Besselfunktionen Jy(u) und Ny(u)

Naherungslosung fir adiabatische Beschleunigung: |k;/G > 1

o Viele Betatronschwingungen, bevor sich die Energie verdoppelt hat.

o Asymptotische Naherungen der Besselfunktionen mit folgendem Ansatz:

1 . 1 .- |
— el el — U

NG bzw. NG ~ N




Zweiteilchenmodell mit Beschleunigung

Ty — T eQWI Az 2 ok;
1 — L v 1 —1
T H 4m002%~ki25} V1 +Gs i [ G ( +Gs >] ‘

Fir den Grenzfall 6 — 0, d.h. gleiche Anfangsenergien, gilt:

1. Teilchen 2. Teilchen

o aa
yyyyy YV

fihrt im  beschleunigten Fall eine  Die Amplitude steigt im beschleunigten

gedampfte Schwingung aus. Fall mit der 4. Wurzel aus s an,
wahrend sie ohne Beschleunigung linear
21| ~ % _ 4 B ansteigt.
Vv1+Gs E(s)
N——

adiabatischer Dampfungsfaktor



Dynamik einzelner Ladungspakete
Ladungspaket mit rechteckformiger Ladungsverteilung

12

m

: 73

Z

/ odz=N
g\/_l/2

Ein  Bunch mit rechteck-
formiger  Ladungsverteilung
und der Gesamtteilchenzahl N

Die fiihrende Ladung q
geht tber in:

/

q — eo(Z)dz

Es gilt die Bewegungsgleichung;:

d%z(z, s)

1 dy(s) dz(z,s)

ds?
o2

B mo7y

v(s)
1/2

z

ds

ds

= W / o(Z" YW, (2" — 2)x (7, s) d2’

+ k*(s)z(z, 8)




Dynamik einzelner Ladungspakete
Ladungspaket mit rechteckformiger Ladungsverteilung ohne Beschleunigung

Voraussetzungen:
o keine Beschleunigung: v(s) = 7o, k(s) = ko
o lineares Wakefeld: W, (2" — z) = WOZIZ_Z

Losung durch "sukzessive Approximation”: x(z,s) = Z Tn(2, s)
n

0. Naherung : W,z =0 — X
—
1. Naherung : Wyx =W,xy — 171
—
2. Naherung : Wyr =W,z1 — 29
. U.S.W.
d’z,(z,8) e’ i
TQ, + k (S).’L’n(z, S) = mO%CQ / Q(Z/)Wa:(zl _ Z).CUn_1<Z/’ 3) dz/

z

mit xo(z,8) = T cos kys




Ladungspaket mit rechteckformiger Ladungsverteilung ohne Beschleunigung

Bestimmung der Greenschen Funktion der inhomogenen Differentialgleichung:

Allgemeines Anfangswertproblem: D{u(s)} = f(s)
u(0) =4 (0) =0
D: Differentialoperator

S

Losung; u(s) = /G(S,S')f(s') ds’
0 Greensche Funkti(‘)n
mit G(s,s' > s) =0
und [D{G(s,s')} = (s, s')

Angewendet auf das vorliegende Problem:

2
D=4k Gls,) = A sinfy(s — )



Ladungspaket mit rechteckformiger Ladungsverteilung ohne Beschleunigung

Bestimmung der Funktion A(s’)
o Untersuchung der Greenschen Funktion fiir s — s'.

o Integration der Differentialgleichung der Greenschen Funktion in einer kleinen
e-Umgebung um s’

s +e S +e€
d2
/ {ﬁ + kg} G(s,s')ds = [ d(s —s)ds
S
~~ ~7
le—0
dG dG
ds s=5'40 ds s=s'—0
=0
d 1
G 21 — G(s,s') = —sin[ky(s — §')]
ds s=s'40 Fo




Ladungspaket mit rechteckformiger Ladungsverteilung ohne Beschleunigung

Damit lautet die allgemeine Losung:

x(z,s) = Z Tn(2, 8)

xo(z,8) = T cos kys

s /2
in [k o 2
zns) = [BEZ [l = 250 s
0 z

Am Ende des Linearbescheunigers s = L ergibt sich unter der Voraussetzung koL > 1,
d.h. viele Betatronschwingungen:

mit n =




Ladungspaket mit rechteckformiger Ladungsverteilung ohne Beschleunigung

Bei starken Wakefeldern, d.h. |n| > 1, kann man die folgende Néhereung verwenden:

1
In| ™%

3\/3 1
x(z, L)~z exp 4 —|n|3
(2 L)~ p{4!n|}

/C()S:O ]CQS:ﬂ'
/{0827'('/2 ]€08:37T/2

o 0 % y

Ladungspaket &

Um die Strahlachse schwingendes Ladungspaket




Dynamik einzelner Ladungspakete
Ladungspaket mit rechteckformiger Ladungsverteilung

Die Rechnung fiir den beschleunigten Fall ist analog zum unbeschleunigten Fall:

Die Greensche Funktion wird diesmal aus Besselfunktionen konstruiert, die wegen der
adiabatischen Beschleunigung durch ihre asymptotischen Naherungen ersetzt werden
diirfen (wie beim Zweiteilchenmodell).

Folgerungen:
o Der Strahlabbruch wird durch den Parameter n beschrieben
o n hangt vom Ort innerhalb des Ladungspakets ab ngnde > nkopt = 0
o n steigt linear mit der Paketlange

o ohne Beschleunigung steigt n linear mit s,
mit Beschleunigung nur logarithmisch



Ladungspaket mit rechteckformiger Ladungsverteilung
ohne Beschleunigung
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Dynamik mehrerer Ladungspakete

Ladungspaket
---- 4 3 2 m=1

X

A

Y

o Die Ladungspakete werden durch M Makropartikel der Ladung @

reprasentiert.

o Sie folgen im Abstand s = dj, einander.

o Es miissen die nicht linearen Wakefelder berticksichtigt werden.

eN



Dynamik mehrerer Ladungspakete
Bewegungsgleichung fiir eine Kette von beliebig vielen Ladungspaketen
mit Beschleunigung

Bewegungsgleichung fiir das m-te Ladungspaket:

z) (8) + ’7’(3>:U;n(8) + k*(8)zpm(s) = % z_: W ([m — n]dy)x,

Losungsansatz:

o Losung der homogenen Bewegungsgleichung

2" (s) + 71(8):13’(5) + E*(s)z(s) = 0

o Losung der inhomogenen Bewegungsgleichung durch Uberlagerung der homogenen
und partikularen Losung



Bewegungsgleichung fiir eine Kette von beliebig vielen Ladungspaketen

Mit der Transformation |z(s) = —w(s)| ergibt sich die Bewegungsgleichung

w" + P(s)w =0 Differentialgleichung
in der Form einer

. - 19 eindimensionalen
mit P(s)=+4/k*+ | == ] = k(s) o ,
Schrodingergleichung




Bewegungsgleichung fiir eine Kette von beliebig vielen Ladungspaketen

Fir die Bewegungsgleichung in der Form einer eindimensionalen Schrodingergleichung

w” + k(s)w =0

ergibt sich die WKB-Losung (nach WENTZEL, KRAMERS und BRILLOUIN)

k S
w(s) ~ FZ)GXP j:j/k(s') ds’
0

und somit die Losung der homogenen Bewegungsgleichung

S

(s) ~ x Yoo ex ' s')ds’
v~ a(0)) s e 4 4 / K(s')d

0




Bewegungsgleichung fiir eine Kette von beliebig vielen Ladungspaketen

Ubergang zur inhomogenen Bewegungsgleichung fiir das m-te Ladungspaket

Y(8)Tm(8) + 7' (8)2m(5) + V(8)k*(8)2im(8) = Fin(s)

mit  F,(s) = mz_: Al W ([m — n]dy)x
m — - m002 1 b)Ln
Losungsansatz fur z,(s)
Tp(s) = x,(0) ko exp j/k(s’) ds’ +/G(s,s’) F,(s)ds
7(s)k(s) —— |
0 0 Greensche Funktion

Homogener Anteil aus der WKB-Losung;:
o alle Ladungspakete haben den gleichen Anfangsoffset z(0).
Partikularer Anteil aus der Greenschen Funktion:

o homogene Anfangsbedingungen xpartikulélr(o) =0,

o
- xpartikul'ar(o)



Bewegungsgleichung fiir eine Kette von beliebig vielen Ladungspaketen

Damit lautet die WKB-Losung der inhomogenen Bewegungsgleichung:

S

k
E(8) = 2(0)y |22 { / k(s') ds’
0

(s)k(s)

1

1 S
VARG / VAR

mit Fo.(s) = Z_ Ve W ([m — n]dy)x,

Sin/k(s”) ds" F,,(s")ds




Dynamik mehrerer Ladungspakete
Bewegungsgleichung fiir eine Kette von beliebig vielen Ladungspaketen

mit Beschleunigung

1350%




Zusammenfassung und Ausblick

e Das Einteilchenmodell beschreibt das grundlegende Bewegungsverhalten
e Das Zweiteilchenmodell ermoglicht eine Abschatzung fiir das gesamte Ladungspaket
e s lassen sich auch komplexe Modelle fiir das gesamte Ladungspaket angeben

e Bei dem Modell fiir mehrere Ladungspakete werden die nicht-linearen Wakefelder
berticksichtigt

e Das Dargestellte ist Grundlage von Simulationsprogrammen

o um komplette Beschleuniger zu
konzeptionieren

o zur Untersuchung des Einflusses von
Positionierungsfehlern

e Besondere Bedeutung fir neuartige
Strukturen

Foto: Rolf Merte, TU-Berlin



